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Let G be a finite group,  tt an invariant subgroup and F the corresponding factor group.  The classes of  
conjugated  elements of  G are derived from the classes of  H and F. We consider  simple point groups and 
symmorph ic  space groups,  which are semi-direct products  H^F, then double point  groups and non- 
symmorph ic  space groups,  which are extensions o f  F by H. 

Introduction 

Soit G un groupe fini, produit direct de deux groupes 
finis H et F: G = H x F. I1 est bien connu que le 
nombre des classes d'~16ments conjugu6s de G est 6gal 
au produit des nombres de classes des deux facteurs 
directs; les bl6ments d'une classe de G sont les produits 
des 616ments d'une classe de H par les ~l~ments d'une 
classe de G. On sait aussi que les repr6sentations 
irr6ductibles de G sont les produits de Kronecker des 
reprbsentations irr~ductibles de H par les repre- 
sentations irr6ductibles de F (Jansen & Boon, 1967). 

Nous nous proposons d'6tudier le cas plus gbn~ral off 
C n'est pas un produit direct. Soit donc G u n  groupe 
fini, poss6dant un sous-groupe invariant H, et F = G/H 
le groupe facteur. Dans le cas gen6ral G est une 
extension de F par H, qui peut se r~duire ~. un produit 
semi-direct H^F ou direct H × F (Ascher & Janner, 
1965; Sivardi6re & Bertaut, 1970). Dans le dernier cas 
seulement les deux groupes H et F jouent des r61es 
sym&riques. Si les representations de H et F sont 
connues, celles de G s'en d6duisent par la m&hode de 
l'induction (Lomont, 1959). Par analogie, nous 
&udions les classes d'~l~ments conjugu~s de G, en 
supposant connues les classes de H et de F. 

Nous consid6rons successivement les groupes ponc- 
tuels simples et les groupes d'espace symmorphiques, 
qui sont des produits semi-directs, puis les groupes 
d'espace non symmorphiques et les groupes ponctuels 
doubles, qui sont des extensions. 

peut s'6crire (CIB), la loi produit &ant (Sivardi6re & 
Bertaut, 1970: 

(CIB) (C ' IB ' )=ICC' IB .C(B ' ) ] .  (1) 

En particulier, e 6tant l'identit6 de F et e celle de H: 

( C I B )  - I  = [C-IIC-I(B-I)] 
(Cle)(eln) = [f iG(B)] (2) 
(eIB)(Cle)=(CIB) .  

1A. Groupement des classes de Hen  orbites 

Soit B un bl~ment de H, qui est ab61ien: 

(CIB')(elB)(CIB')-I  = [el f(n)] ,  (3) 
B et C(B) forment deux classes distinctes de H dites 
conjugu~es dans G, elles appartiennent a une m6me 
classe de G. On peut donc regrouper en 'orbites' les 
classes de H, comme on le fait avec les representations 
de H: une orbite de classes de H forme une classe de G; 
H, invariant dans G, contient un nombre entier de 
classes de G, donc d'orbites; les 616ments de H qui 
commutent avec t o u s l e s  ~16ments g~n~rateurs de F 
forment des classes auto-conjugu6es. 

I1 existe autant d'orbites de classes que d'orbites de 
representations. H &ant un groupe abblien cyclique ou 
produit direct de groupes cycliques (H = 222 = 2 × 2), 
on peut en effet &ablir un isomorphisme entre ses 
classes B et ses representations A i comme cela est 
illustr6 dans le Tableau 1: si des classes se groupent en 
orbites, il en est de m~me des representations corre- 

1. Classes d'~l~ments conjugu~s des groupes ponctuels 
simples 

Tout groupe ponctuel admet la structure de produit 
semi-direct G = H^F; les +16ments C de F d+finissent 
des automorphismes externes de H, c'est-fi-dire des 
permutations des +16ments B de H: C(B) = CBC -zest 
un 616ment B' de H. H &ant ab+lien, tout 616ment de G 

Tableau 1. Orbites de classes et de reprdsentations des 
groupes 422 et 23 

422 = 4~A2x 23 = 2x2y2~,, 31, , 

e - -  A - -  e - -  A 
4 2 _  B - -  2 x ~  B ~ .  
4 1 ~  E ' ~  2y--  B 2 -  
43 J E , ' /  2z / B 2 j 
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spondantes (les noyaux de deux repr6sentations con- 
jugu~es sont identiques). 

Si H n'est pas ab61ien (ce qui est le cas si on 6crit: 
822 = 422A2, ou 432 = 23A2), ses classes se groupent 
6galement en orbites; toutes les classes d'une orbite 
contiennent le m6me nombre d'616ments. Cependant,  le 
nombre d'orbites de classes n'est 6gal au nombre 
d'orbites de representations que si F est d'ordre 
premier. 

R~ciproquement quand on passe de G ~. H, ab~lien 
ou non, (Gamba,  1968; Murnaghan, 1938), certaines 
classes deviennent r~ductibles, car elles comprennent 
plusieurs classes de H. On peut 6noncer un th6or6me 
analogue/~ celui de Clifford (Lomont, 1959) relatif aux 
representations de G: ou bien une classe de G est 
irr~ductible dans H et constitue une classe de H auto- 
conjugube dans G; ou bien elle est r6ductible et 
comprend toutes les classes d'une m~me orbite. 

En particulier si H est invariant d'indice 2, une classe 
de G est auto-conjugu~e quand on se limite aux 
~lbments de H, ou r~ductible suivant deux classes de H. 
De m6me si H est invarient d'indice 3, une classe est 
auto-conjugu~e ou r6ductible suivant trois classes de H. 
Plus g6neralement si F est cyclique, le nombre de 
classes d'une orbite divise l 'ordre de F. 

Nous ~tudions maintenant les classes form6es par les 
~lements du sous-ensemble G-H. 

1B. Classes de G engendrdes par les classes de F 

Par analogie avec le probl+me des repr+sentations, 
nous recherchons tout d 'abord des classes de G 
'engendr6es' par les classes de F. Rappelons que, G 
+tant le produit semi-direct HA F, les 61~ments (Cle) 
forment un sous-groupe de G isomorphe de F mais en 
g~n+ral non-invariant puisqu'en g+n6ral G n'est pas un 
produit direct. 

Dans la c lasse  de (Cle), dite classe engendr+e, on 
trouve ies +16ments suivants: d'une part les +l~ments 
(C'le) ,  C '  appartenant ~. la classe de C dans F. 
R6ciproquement si (CIB) et (C ' IB ' )  sont conjugu6s 
dans G, C et C '  sont necessairement conjugu6s dans F;  
d'autre part les +16ments: 

(elB)(fle)(eln)-l  = [CIB.C(B-')]. (4) 

Si (Cle) est un 616ment g6n+rateur de G, ICIB.C(B-t)I 
est un 616ment g6n6rateur &tuivalent: les sous-groupes 
engendr6s par ces +l+ments sont conjugu~s dans G. 

Plus g6n6ralement, dans la classe de (CIB) on 
trouve: les 616ments 

(C'IO)(CIB)(C'[O) -1= [C'CC'-IIC'(B)] (5) 

et plus particuli+rement les +l+ments [CIC(B)] et 
[CIC'(B)I, C' commutant  avec C; d'autre part les 
~l+ments 

(elB')(CIB)(elB')-' = [CIB'.B.C(B'-OI.  (6) 

Consid6rons par exemple le groupe 32 = 3A2~, on 
trouve dans le m~me classe des g+n6rateurs &tuivalents 
(2xle), (2yle), (2,,le) car: (el3)(2xle)(el3 z) = 
12x13.2x(32)l = (2xl3 0 = (2yle). Dans le groupe 432 = 
222A(31~A2~i0), on trouve dans une m~me classe les 
g6n6rateurs 31~ ~, 3h~, 31h, 3~ i ~quivalents dans le 
groupe 222 et les 61~ments z 2 3~11, car 3 et 3 appartien- 
nent/~ la m~me classe du groupe facteur 32; une autre 
classe contient le g/m~rateur 2~r 0, le g6n+rateur +quiva- 
lent 2~ 0 par rapport /~ H, et les quatre autres axes 

32 _ binaires diagonaux puisque par exemple: 3.2~i 0. - 

2~or 

1C. Classes nouvelles de G 

La consid6ration des orbites et des classes engen- 
dr6es ~puise les 61~ments des groupes 32 = 3A2 et 23 = 
222A3. Mais en g6n6ral l 'ensemble des orbites et des 
classes engendr~es ne recouvre pas le groupe G. En 
effet deux 616ments (CI B') et (CIB")  ne sont dans la 
m6me classe, d'apr~s la relation (6), que si B' et B" 
different d'un ~16ment de la forme B.C(B-O, ou s'il 
existe un 616ment C'  commutant  avec C et tel que: 
B"=C' (B ' ) .  

Supposons d'abord que C = e. Alors C'  est 
quelconque, et quand C'  d~crit F et B '  d6crit H, on 
obtient les classes de G form6es par les orbites de 
classes de H. 

Supposons maintenant que C soit different de e et 
qu'il n'existe pas d'61~ment C'  commutant  avec C. Si B' 
est un 61~ment de H qui n'est pas de la forme 
B.C(B-O, (CIB' )  n'est pas dans la classe de (Cle). H 
&ant ab61ien, l 'ensemble des 616ments B. C(B-O, C fixe 
et B variable, forme un sous-groupe invariant de H; le 
nombre de classes de G se d~duisant de la classe de C 
dans F est ~gal ~ l'indice de ce sous-groupe (cet indice 
ne d~pend pas de l'~l~ment C lui-m~me mais seulement 
de sa classe dans F). S'il existe au moins un ~16ment C'  
commutant  avec C, la propri&6 ci-dessus disparak. 

Exemple 1: consid~rons le groupe 422 = 4~A2 x. Les 
orbites sont donn6es au Tableau 1. Si C = 2 x, et B = 4 z, 
B.C(B -1) = 42 donc (2xle) et (2xl42) sont des 
g6n6rateurs ~quivalents et forment une classe engen- 
dr6e. 

Une classe nouvelle est form6e par les 61~ments 
(2xl4) = 2xy et (2xl4  3) -- 2x~, car 4 et 43 ne sont pas de 
la forme B. C(B-O. 

Exemple 2: consid6rons le groupe 432 = 222 
(3111A2~0). Le sous-groupe de H = 222 des 616ments 
B.21~0(B-0 est (e,2z), d'indice 2. Donc /~ la classe 
(21i0,20~,2i01) du groupe facteur F = 32 correspondent 
deux classes de 432: la classe, engendr6e, des six axes 
binaires diagonaux, et la classe nouvelle form6e par les 
six axes 4, en particulier 4 z - (21 i012) et 43 = (2 ~ ~o 12y). 

De m~me le sous-groupe de H = 222 des 616ments 
B. 3~ 1 ( B - 0  est H lui-m~me. Par suite les huit 616ments 
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(3,1~le), (3]~le), (3~12x), . . .  forment une m~me 
classe, qui est une classe engendr6e. 

En conclusion, G 6tant le produit semi-direct H,~F les 
classes de G se d6duisent simplement de ceUes de F. 
Soit C un +16ment de F:  les 616ments [CIC(B)] (B 
d+crivant H et C une classe de F) forment une classe; 
les ~l~ments B C ( B  -1) forment un sous-groupe invariant 
de H d'indice i; fit C correspondent i classes de G, les 
616ments (CIBj) appartiennent fit la m~me classe quand 
Bj d6crit left+me complexe: la classe obtenue pou r j  = 
1 est une classe engendr6e. Si un ~l+ment C'  commute 
avec C, ( f i B ) e t  [CIC'(B)] appartiennent fit la m~me 
classe, d'oti un regroupement +ventuel de certaines des 
classes d&ermin6es ci-dessus. 

Ainsi, fit chaque classe de F correspondent une ou 
plusieurs classes de G, comme l'illustre le Tableau 2 
relatif aux groupes 422 et 432. 

Tableau 2. Classes des groupes 422 et 432 assocides 
aux  classes du groupe fac teur  

422 432 

/(ele) 
e "----(el 42 ) 
\(el4q. (el4 ~) 

/(~I0) 
e--(el2~), (el 2~), (el 2,) 

3~,32--8 axes 3 

/(2x10), (2xl4 ~) 2 / 6  axes 2' 
2~(2~14) ' 3 axes ~ 6  (2xl 43) axes 4 

2. Classes d'616ments conjugu6s des groupes d'espace 
symmorphiques 

Soit G~ un groupe d'espace symmorphique, c'est le 
produit semi-direct TAG: Test le groupe des translations 
r6ticulaires (el Tt), G le groupe ponctuel form6 par les 
op6rations o. Les 616ments (,10), off e = 0 d6signe la 
translation nulle, forment un sous-groupe G O non 
invariant de Ge, isomorphe de G; ils laissent invariant le 
noeud origine du r6seau. Les 61~ments (t~IT t - ¢~Tt) 
forment pour T t fixe un sous-groupe G e. non invariant. 
isomorphe de Get  conjugu~ du sous-groupe (,10) car: 

(elTt)(¢,lO)(el - Tl): (:,ITl-t,Tt). (7) 

Ce sous-groupe laisse invariant le noueud T t du r6seau. 

2A. Orbites de translations 

Les translations , T t se ddduisant de T t par une 
op6ration ¢~ d~crivant le groupe ponctuel G forment une 
classe dans G~. En effet: 

( , i0)(el Tt)I,,-~(O)l = lel-<Ti)l. 

Si T t e s t  en position sp6ciale, le nombre de transla- 
tions de l'orbite (ou &oile) qui s'en d&luit est inf6rieur fit 
g, ordre du groupe ponctuel G. 

I1 existe autant d'orbites {T/} que d'orbites {k}, k 
&ant un vecteur de la premi6re zone de Brillouin car il y 
a autant de Tt que de k, et les r~seaux direct et 
r~ciproque ont la m~me sym&rie ponctuelle. 

2B. Classes engendrdes et classes nouvelles 

D'apr6s (7), les 616ments de rotation (al0) et (al T t 
- .  T l) appartiennent fi la m6me classe, engendr6e. 
Cette classe contient 6galement les 616ments (-10) et 
( . ' I T  ! - ~'Tl), . '  appartenant fit la classe de ~t dans G, 
Enfin, si fl commute a v e c . ,  elle contient les 616ments 
[ , l f l ( r , -  ,Tt)l .  

Remarquons que la translation T t -- ,~T tes t  perpen- 
diculaire fit l'axe ou miroir , ,  mais que l'ensemble des 
translations T l - , T  t n e  recouvre pas l'ensemble des 
translations rSticulaires perpendiculaires f i t - .  Un 
~l~ment (,I T) off Test  perpendiculaire fit ~, mais non de 
la forme T t - , T  t, est une rotation de type ,1 ne passant 
pas par un noeud du r~seau: on sait en effet que la 
p~riodicit6 des axes de rotation et miroirs est sup6rieure 
fit la p6riodicit6 du r6seau. 

Exemple 1: soit un axe 25 dans un r6seau mono- 
clinique, p e t  p'  6tant des entiers pairs, i et i' des entiers 
impairs. Les translations T t - 2zT t sont de la forme 
(p,p',O) et forment un sous-groupe de T invariant 
d'indice 4 d'o6 quatre classes d'axes 2~: (2~lpp'0), 
(2 z I piO), (2~ lip0) et (2~ Iii0). Ainsi un axe (2z Iii0) passe 
par les centres des mailles ab, un axe (2~1 piO) par le 
milieu d'un c6t6 b d'une maille. 

Exemple 2: soit un axe 4z dans un r6seau quadrati- 
que. Les translations T t - 4~ T t sont de la forme (pp'O) 
ou (ii'O). D'o6 deux classes d'axes 45: les axes (4~1 pp'O) 
ou (4zlii'0) passent par les noeuds du r6seau; les axes 
(4 zlpi0) ou (4~lip0) par les centres des faces carrges des 
mailles. 

Soit i,~ l'indice du sous-groupe {T t - - , tTt}  dans T. A 
la classes de , ,dans  G, peuvent correspondre i,~ classes 
de G~. Si une rotation fl commute avec ,t, des classes se 
regroupent puisque ( ,Tt)  et (, f lTt) appartiennent fit 
la m~me classe. 

Exemple 1: nous consid~rons le groupe symmorphi- 
que P4 et utilisons les conditions cycliques de Born-  
Van Karman pour le rendre fini (Jansen & Boon, 
1967): deux translations (elTt) et (e lT  t + Nei) sont 
consid6rees comme identiques, les trois vecteurs et, e2 
et e 3 d~finissant la maiUe du r~seau. Les translations 
combinaisons lin6aires de Are,, Ne 2, Ne 3 forment un 
sous-groupe invarient ~ de G 2, et nous nous int6ressons 
au groupe facteur fini G J ¢  

Les N 3 translations se r6partissent dans les classes 
suivantes: la classe de l'identit6 (el000) et la classe de 
la translation (el (N/2)(N/2) tO; les 2 ( N -  1) classes de 
translations non nulles ( e l 0 0 z ) e t  ( e I (N /2 ) (N /2 ) . )  
invariantes dans la rotation quaternaire; les N classes 
de la forme (el(N/2)Oz), (elO(N/2)z) contenant 
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chaeune deux 616ments; les (N 3 - 4N)/4  classes de 
translations (el xyz), (el pxz), (el.~)3z): (ely.~z). 

Dans la classe de (41000) on trouve (41pp'0) et 
(41ii'0), cette classe engendr6e contient done N2/2 
616ments; il en est de m~me de la classe des axes 
(41 piO), (4lip0). Les axes h61ico'idaux (41pp'z) ou 
(41piz) appartiennent /t des classes diff6rentes. On a 
donc au total 2N classes d'axes 4 contenant chacune 
N2/2 ~16ments, et de m~me 2N classes d'axes 43. 

Les axes binaires (21xyz) se r6partissent a priori en 
quatre classes de NZ/4 616ments: (21pp'z), (2Ill'z), 
(21piz), (21ipz), soit au total 4 N  classes; mais les axes 4 
et 2 commutent  donc (21piz) et (21ipz) sont dans la 
m~me classe, soit au total 3N classes d'axes binaires. 
D'oh le nombre total de classes (N 3 -- 4N) /4  + 10N. 

On v6rifie ais6ment que, comme dans tout groupe 
fini, le nombre de classes est 6gal au nombre de 
r6pr6sentations irr&tuctibles. I1 existe en effet (N 3 - 
4N)/4  6toiles de vecteurs k e n  position g6n6rale; h 
chacune d'eUe correspond une repr6sentation de dimen- 
sion d o = 4. 

Les vecteurs k = ~k~  et k = ~k~ forment une 6toile; 
le groupe G k correspondant est le groupe 2, d'ofi 2N  
repr6sentations de dimension 2. Enfin les vecteurs k = 
00k~ et ,~k z sont invariants dans le groupe ponctuel; 
chacun d'eux sont associ~s  quatre repr6sentations de 
dimension 1. D'ofi le nombre de repr6sentations 
irr6ductibles" 

N 3 - 4N N 3 -- 4N 
+ 2 N + 4 N + 4 N - - - +  10N. 

4 4 
On v6rifie au passage que le th~or6me de Burnside 
(Jansen & Boon, 1967) est satisfait: 

Z d~. = 4N 3 
k , j  

qui est bien l 'ordre du groupe Ge/~. 
Le groupe 4 poss6de une paire de repr6sentations 

complexes conjugu~es, done P4 poss6de 2N paires de 
repr6sentations complexes conjugu6es, obtenues pour k 
= 00k~ et ~kz. Ce nombre est bien 6gal au nombre de 
paires de classes inverses, puisque les 2N classes d'axes 
43 sont inverses des 2N classes d'axes 4. (Deux classes 
sont dites inverses si l 'une est form6e par les inverses 
des 616ments de l'autre.) 

Exemple 2: nous consid6rons maintenant le groupe 
symmorphique P422 rendu fini par les conditions de 
Born-Van Karman. 

Les quatre translations (el000), (el00½), (el~3) et 
(el~,~-~) sont invariantes et forment le centre du groupe. 
Les autres classes de translations sont les suivantes" 

1 1  2 classes (el½0½). ( e l 0 ~ )  et (el½00), (el0½0), 

N - 2  
classes (el00z), (el00,;.) de deux 616ments, 

2 
N - 2  
~ classes (el½½z), (el |~- ~ z )  de deux 616ments, 

2 

N - - 2  
classes (el0½z), (el0½~), (el½0z), (el ½0,~)de quatre 

2 
616ments, 

N - 2  
classes (el +x00), (el0 +.,cO) de quatre 616ments, 

2 
N - 2  

2 
N - - 2  

2 
N - - 2  

2 
N - 2  

classes (el +x0½), (el0 + x½) de quatre 616ments, 

classes (el +x½0), (el½ +x0)  de quatre 616ments, 

classes (el i l +x~9 ,  (el½+ x 9 de quatre 616ments, 

classes (el +x  + x0), (el +x  + x0) de quatre 
2' 

616ments, 
N - - 2  

classes (el +x  + x½), (el +x  + x½) de quatre 
2 

616ments, 
N J -  (16N- -  24) 

enfin classes de huit translations en 
8 

positions g6n6rales. 

Les axes binaires 2 z se r6partissent en 3[(N -- 2)/2 + 21 
classes: 

(21pp'z), (2 [pp'~.); 

(21ii'z),(21ii'~.); 

(21 piz), (21 pi~.), (21ipz), (21 ip~); 

(21pp'0); 
(21pp'½); 

(21ii'0); 

(21ii'~); 

(21piO), (ZlipO); 

(21Pi½), (21 iP½). 

Les axes quaternaires se r6partissent en 2N classes: 

(41pp'z), (41ii'z), (431pp'z), (431ii'z) 
et 

(41piz), (41ipz), (431piz), (431ipz). 

Les axes binaires 2 x et 2y se r6partissent en 4 [ ( N -  
2)/2 + 21 classes: 

+-x," ")(1: ") i i' ' 2y , + x ,  , - -  i f 

(p '  si la cote est enti6re, i' si la cote est demi-enti6re; p 
si l'axe contient un noeud du r6seau, i dans le cas 
contraire); 

2 O, ; 
x i ' i' ' ' i' 

2x ' i '  i' ' Y ' ½' i' " 
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Tableau 3. Representations du groupe P422 

Groupe Nombre et 
ponctuel dimension des 

Type de Nombre du vecteur repr+sentations 
vecteur k d'~toiles k F~. 

000; 00~;~:~,,m. ~ t  ~ ~ 1 422 4(d = 1) + 1 (d = 2) 

~rua. ~r~ 1 222 4(d 2) 

N - - 2  
00Z; 11 ~,~z 4 4(d : 2) 

2 

N - 2  
0½z; xx0; xx½ 2 2(d = 4) 

2 

N ~ -  16N + 24 
xyz 1 1 (d = 8) 

8 

Enfin les axes binaires 2xy, 2x~ se r6partissent en 
2[(N - 2)/2 + 21 classes de la forme: 

(2xy l+a ,o ,P ) , (2xy l+a  + x , - - x ,  Pi), 

avec comme cas particuliers a = 0, N/2. Si a est pair les 
axes ne sont pas h61icoidaux, si a est impair, ils sont 
h61icoidaux. 

D'ofi le nombre total de classes: 

N 3 - 16N + 24 
n c= + 1 1 ( N - 2 ) + 2 8 .  

8 

Ce nombre est bien ~gal au nombre de representations 
(voir Tableau 3). Alors que dans P4 il existe 2N paires 
de classes auto-inverses, dans P422 = P4~2 x toutes les 
classes sont auto-inverses, et toutes les repr+sentations 
sont r+elles. 

3. Classes des groupes d'espace non symmorphiques 

L'op+ration I~P(-)(0)] est notre ordinairement (,t I t ) o f f  
r est la translation interne fi la maille associ6e /t la 
rotation , ,  avec la loi produit" 

(,tlr`,)(fllr~) = (,,flit,, +. , r#)  (10) 

d'ofl: 

T~ .a=  r`, + r~--r`,t3. (11) 

Les translations (el TI) se groupent en orbites comme si 
G e &ait symmorphique. Les 616ments (at`,) et (at,, + 
T t - a T  t) appartiennent fi la mSme classe, la distinction 
entre classes engendr~es et classes nouveUes disparafft. 
Si fl commute avec a,  on trouve dans la m6me classe les 
~l~ments (air`, + r`,)et (alflr`, + r ~ - a r ~  + fiT,,). 

La difference entre groupes symmoi'phiques et non 
symmorphiques de m~me classe et de m~me r6seau est 
due aux translations T ! telles que a(Tl) -- T t = T m. Ainsi 
dans le groupe P422, les axes (2xlX00) et (2xl.~O0) 
appartiennent fi la m6me classe, d'ofi ( N -  2)/2 + 2 = 
(N + I)/2 classes. Dans le groupe P4~2~2 d'616ments 
g6n~_rateurs (4~1,~) et (2xl.~), les axes (2xlX + ½,0,0)et 
(2~lx - ½,0,0) appartiennent ~ la m~me classe, d'ofi 
seulement N/2 classes d'axes binaires. Pour les 
representations, la diff6rence entre groupes symmorphi- 
que et non symmorphique apparaJt uniquement pour 
certains vecteurs k situ6s /t la surface de la zone de 
Brillouin. 

Comparons  ainsi les classes de P422 et P4~2~2. Dans 
P422, il y a 3[(N - 2)/2 + 21 classes d'axes 2z, 4[(N - 
2)/2 + 21 classes d'axes 2 x, 2y et 2[(N - 2)/2 + 21 
classes d'axes 2xy, 2~;. Dans P4~2~2 ces nombres de 
classes deviennent respectivement 3N/2, 4 N/2  et 2 N/2 
d'ou neuf classes de moins. Corr61ativement pour chacun 
des vecteurs invariants k = 00~ et ,~ ,  P422 poss6de 
quatre representations de dimension 1 et une de 
dimension 2; P4~2~2 en poss&le seulement deux de 
dimension 2. Pour les ~toiles *k = ( ~ ,  o~0) et ( ~ ,  
0 ~ ,  p422 poss6de quatre representations de dimension 
2 et P4~2~2 une repr6sentation de dimension 4. Pour 
les autres 6toiles, les dimensions de repr6sentations 
sont les m~mes dans les deux groupes. Au total P4~212 
poss6de donc neuf repr6sentations de moins que P422. 

Nous consid6rons maintenant un groupe d'espace G e 
non symmorphique dont l'616ment le plus g6n6ral est 
( a i r  + T1). 

Un tel groupe est une extension du groupe T des 
translations r6ticulaires T t par le groupe ponctuel G, 
dSfinie par une application T,, ~ de G x G dans T 
(Sivardi6re & Bertaut, 1970). La loi produit (1) s'6crit 
maintenant: 

(CIB)(C'tB')  = [CC' lB.C(B, ) .Bc .c ,  1 (8) 
ou encore, ~p(a) 6tant une rotation 6ventuellement 
h~lico'idale: 

[~o(a)lT1]I~o(fl)lT m] : [ ( t t f f ) lT ,  + a  T m + Ta,t3 ]. (9) 

4. Classes d'61~ments conjugu6s des groupes doubles 

Nous nous limiterons aux groupes doubles propres. Si 
G est le groupe cyclique n, le groupe double corre- 
spondant G + est isomorphe de groupe cyclique 2n, 
donc il est ab61ien et chaque 616ment forme une classe. 
Mais si G est orthorhombique, di~drique ou cubique, le 
nombre de classes de G + n'est pas 6gal en g~n6ral /l 
deux fois le nombre de classes de G. Les deux classes de 
H = (E,E) sont auto-conjugu6es et forment donc deux 
classes de G ÷. Mais ainsi que l'a mon t r60pechowsk i  
(1940), les op6rateurs n et En = h (/~ est l 'op~rateur de 
Bethe) n'appartiennent fi la m6me classe que si n est un 
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axe binaire et s'il existe dans G un axe binaire perpendi- 
culaire. Autrement dit, le nombre de classes de G + est 
inf/~rieur fi deux fois le nombre de classes de G d6s que 
222 est un sous-groupe de G: c'est le cas de tousles  
groupes di6driques ou cubiques fi l'exception du groupe 
32. 

Nous pouvons r66noncer les r6sultats pr6c6dents en 
utilisant les propri&6s alg6briques de G + afin de 
souligner l'analogie avec les groupes d'espace. G + est 
l'extension (Sivardi6re, 1969) du groupe ab61ien (E,/~) 
par le groupe G: G = G+/E,E). G + ne poss6de pas de 
sous-groupe isomorphe de G. Un 616ment de G + peut 
s'6crire: [~(tt)la] avec t~(,) = +D½ (a), a ~ G e t a  = E 
ou E: fi l'op6ration ~ de G correspondent deux matrices 
+D½(tt) dans la repr6sentation D½ du groupe des 
rotations, t~(tt) est l'une d'elle. La loi produit s'6crit: 

[~(a)lalItp(fl)lb] = [~(ttfl)labm~l 

m &ant l'application de G x G dans (E,/~) qui d4finit 
l'extension G +. 

D'apr6s Opechowski, [tp(a)lE] et [q(a)lL'] appartien- 
nent en g6n6ral fi deux classes distinctes, qui sont auto- 
inverses l'une et l'autre si la classe de a dans G est auto- 
inverse. 

Cependant, s'il existe un op6rateur fl tel que: aft = fla 
( a e t  fl sont alors deux axes binaires perpendiculaires), 
[tp(a)lE] et [tp(a)lE] appartiennent fi la m~me classe, 
qui est done auto-inverse. Ainsi dans le groupe 222, les 
cinq classes sont auto-inverses; au contraire dans le 
groupe 32, les quatre axes ternaires forment deux 
classes auto-inverses mais les six axes binaires forment 
deux classes inverses l'une de l'autre et par suite le 
groupe 32 poss6de deux repr6sentations sp6citiques 
complexes conjugu6es. 

On peut montrer (Sivardi6re, 1969) que chaque 
groupe G + poss6de un sous-groupe invariant H + qui est 
un groupe double cyclique n + ou le groupe 222+; G + est 
une extension de H +. Ainsi: 

222 + = (2+,2x) 
32+ = (3+,2,,) 
2 3 + =  (2~2y2~,3111). 

Dans le Tableau 4, nous indiquons les orbites de 
classes de H + dans G + pour ces trois groupes (n + est 
isomorphe de 2n, par suite il y a autant d'orbites darts 
32 + que dans 622. 

Tableau 4. Orbites de classes dans les 
groupes doubles 

2 2 2  ÷ ~2 + 23 + 

E - -  E - -  E ~  
k- -  k--- k--- 
2_~ 3', :J' 2~ 2~\  
2~ j :J', 3 z 2~ 2i-- = 

Consid4rons 222+: H + = 2 + est isomorphe du 
groupe 4. Alors que 422 = 4A2 est un produit semi- 
direct, 222 + a une structure d'extension. Cependent ces 
deux groupes ont des classes auto-inverses et de ce fait, 
bien qu'ils ne soient pas isomorphes, ils poss6dent le 
m6me tableau de caract6res. Au contraire les groupes 
32 + et 622 ont le m~me nombre de classes mais des 
tableaux de caract6res diffhrents car les classes de 622 
sont toutes auto-inverses, non celles de 32 +. Le Tableau 
5 illustre la formation des classes des groupes 222 +, 
32 + et 23 + ~ partir des classes des groupes facteurs 
222+/2, 32+/2 23+/2. 

Tableau 5. Classes des groupes 222 + et 32 + 
222 + 32 + 

/ E  j E  
e - - E  e - - /~  
\ 2~, :2z ~ 3', i2 

- - 3 ' , 3  2 
/ 2  x, 2x=  2z(2 x) / 2~, 3(2x) = 2~. 2,, 

2x~  

23 + 

/ e  
e m E  

2~, 2~, 2y, 2y, 2 v 2~ 

/ 3 , ~ , ,  3~t! .... 
3~:j~, .... 

/32,,, .... 
32~ _ 

3,2,, .... 

C o n c l u s i o n  

Nous avons montr6 sur l'exemple des groupes cristaUo- 
graphiques comment on peut construire les classes 
d'616ments conjugu6s d'un groupe G ayant une struc- 
ture de produit semi-direct H^F ou d'extension. Il serait 
int6ressant de construire ensuite l'alg6bre des classes G 
fi partir des alg6bres des classes de H et des classes de 
F, et d'utiliser les r6sultants pour l'&ude des repr6senta- 
tions irr6ductibles de G. 
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